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Soit (C,) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). (On prendra fi] = ||j|| = 1cm) 


(1) (a) Calculer lim (fn(x) — ng + 2) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu. (0.5pt) 
t= TO 


T 


lim (fn (x) — nx +2) = 


æ—+00 - + e7 


+ne ne +2) 


Donc : lim o (x) — nr + 2) =í www.elmaths.com 
T— +00 


D'où : la courbe C, admet une asymptote d'équation y = ng — 2 au voisinage de +00. 


@) Montrer que la courbe (C,) admet, en —co, une asymptote (An) dont on déterminera une équation 
cartésienne. (0.5pt) 


2e 0 
eh Je (TE) =) =° 


D'où : la courbe C, admet une asymptote (A5) d'équation y = 0 au voisinage de —co. 


Des ) 
rue 
e 


e Si n = 0, alors : 


e Sin > 1, alors on a: 


www.elmaths.com 
—2e° —2e” 
im a (z) = nr) = im (: ne +nr — na) = im (: T =) — 


‘où : la courbe C, admet une asymptote (A\,) d'équation y = nx au voisinage de —co. 
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(2) @) Montrer que la fonction f, est dérivable sur R et que : (0.5pt) 


—2e* 


(VER), fr) = —+n 


Omas Te DENT EME EL CET Ee 


produit des fonctions dérivable sur R. Or 1 + e? # 0, Vx € R, 


D'où : la fonction f» est dérivable sur] 
vable sur R et pour tout x de R, on a : 


(1+ er)? 


nx sont des fonctions dérivable sur R comme somme et 


R comme somme, produit et quotient des fonction déri- 
www.elmaths.com 


—2e* (1 + e”) + 2e”e” 


A p= ' 
o e 
D — 2627 + 262 
= 3 | nm 
(1+e?) 
—2e* a 
= —,+n 
(ae 
LAS 7 ! —2e*? 
D'où : (vz € R) a S z HM www.elmaths.com 
(Lte) 
®©) Montrer que : (Yx € R) 2 Sil (0.5pt) 
r que : (Vz E€ |] “ , 
dpe 
Ona: 
4e? 1 = 4e (1 5) 
(ee) (1 Rer)” 
i Le TE 
rer 
2al eA 
(+e)? 
=-= E 
(1+ e)? 
D i 4e” 
D'où : (vz € R) a í 1l www.elmaths.com 
(Tae) 
© En déduire le sens de variation de la fonction fn» sur R. (0.5pt) 
(On distinguera les deux cas : n = 0 et n > 1) 
: , = 
o Mn — 0, alors: vr ER; f(x) = <0 
CEE) 
D'où: pour n = 0, la fonction f est décroissante sur R. 
eSin>l,ona: 
4e” —2e” —1 
a zaole Ž 
(1+e) (1+ e7) 2 
—2e” —1 
oi mil 
(Fee) 2 
1 
& f(x) Z0 
D'où : pour tout entier n > 1, la fonction f» est croissante sur R.  www.elmaths.com 
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© (a) Déterminer l'équation de la tangente à la courbe (C,) au point J d'abscisse 0 (0.5pt) 
Soit (T) la tangente à la courbe (C,) au point (0; —1), (car f,(0) = —1), alors : 
—2 
(her Die nee (0e nu (Si +n)s-1 
1 
Se y= (n-5)2-1 
T 1 
D'où: KORRE ( — >) z—1 www.elmaths.com 
(b) Montrer que le point J est le seul point d'inflexion de la courbe (C,) (0.5pt) 
La fonction f’ est dérivable sur R et pour tout x de R on a: 
f" (a) ET EPE ER E) 
n JE = 
(ones) 
O 2e (1 +e) +4e7  —2e7 — 2e? + 4e” 
(ie) (ne) 
Aesi 
CE 
Donc : 
faa) =0 8 2e (€ — 1) 0 
& €° -—1=0 
< e e. 
& % = 
2e? —1 
Six > 0, alors e” > 1, alors e7 — 1 > 0, alors rt > 0 alors ie 00 
+e 
Et 
Si x < 0, alors e” < 1, alors e” — 1 < 0, alors n RE AE) 
ae eT 
Donc f/(x) change de signe au voisinage de 0. 
D'où: le point Z(0; —1) est le seul point d'inflexion de la courbe (Cn). www.elmaths.com 
(4) Représenter graphiquement dans le même repère, les deux courbes (Co) et (C2). (0.5pt) 
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(5) Pour tout réel t > 0, on pose A(t) l'aire du domaine pl 
respectives -y ~ nr =~ 2 RE = 


@) Calculer A(t) pour tout t > 0 


an limité par (Cn) et les droites d'équations 


(0.5pt) 


A@= | fn (£) — nz + 2dx 


f —96? 
ner 


t 96? 
| : + 2dx = 
aire 


t 
2m (1+e*) +2x 


+nr —nx + 2dx 


0 


=-2m(1+et) + 2t + 21n (2) 


D 
= 9}; 25) — 
g r 


D'où : AG =2+2h | 


2 
LS 
() Calculer lim A (t) 

t— +00 


lim A (t) 


t— +00 


www.elmaths.com 


(0.5pt) 


e) + 2t +21n2) 


) 
) 

=) + In4 
) 


il 

= lim —-2ln ( 

totoo 

R Í 

= lim —2ln (+3 +ln4 

t—+00 € 
=—2lÐ(1 + 0) +In4 
= MY 

D'où : Jim A (t) = In4 cm? www.elmaths.com 
=r 
Partie Il : On considère la suite (un)n>0 définie par: uo=0 et (VEN); uny = fo (Un) 


& (a) Montrer que l'équation fo(x) = x admet une unique solution œ dans R 


Pour tout x de R, on considère la fonction : g(x) — 
dérivable sur R et on a : 


g'(x) = f(x) —1= 


Donc la fonction g est strictement décroissante sur ] 


Comme lim g(x)= +œ > 0et lim g(x) 
Th 09 bre 


D'après le théorème des valeurs intermédiaires l'équ 


dans R, d'où : 
, il 
b) Montrer que : (Vz € R); s)| < > 
: —2e” 
Pour tout x de R, on a : fọ (x£) = = z, donc 
MECS) 


Ordinaire Bac 2021 SM 


l'équation fo(x) = x admet une unique solution œ dans R 


(0.5pt) 
fo(x) — x. On a la fonction g est continue et 


—2e* 


R 


—00 < 0, donc 0 €] — œœ, +20] 


ation g(x) = 0 admet une unique solution «œ 
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D'après la question 1)2)b), on a pour tout x de R 


4e? 2e? Le. 1 
ie TERORS 
(1+ e7) (1 +e?) 2 2 
; il 
D'où : (vz € R); à (æ)| < 5 www.elmaths.com 
(2) (a) Montrer que : (Yn € N); [uny — al < sl — a (0.5pt) 


Posons : m = min fa, un} et M — max { œ, un }. 


La fonction fo est continue sur [m, M| et dérivable sur |m, M 


|o (un) — fo (a) | T 


O) Š : alors : |o (un) — fo (a) < 


(vnen); 


Puisque : 


ün — a! 


D'où : 


Un+1 — al = 
a INA 
En déduire que : (Yn € N); [Jun — al < G) la| 
IN e 
Si (Yn E N); u, = a, alors : [u, — a| =0 < G) al 


Supposons que un # à pour tout entier n. Ona: (We N): 


Un — allo 


| alors : (2 - |m, M) tel que : 


OC] 


www.elmaths.com 


(0.5pt) 


il 
[un+1 — Q| < à lun — «|, alors : 


D. Le 
a= lu al (3) lo al + ln al < (3) la| 


Donc : (vn € N); 


Montrer que la suite (un)„»o Converge vers a 


il n 
Puisque : |u„ — a| < G) 


D'où : 


lal, Or lim 
n—+00 


tn M, = @ 
n— +00 


Partie III : On suppose dans cette partie que n > 2 


(1) @) Montrer que pour tout entier n > 2, J! x, € R solution de l'équation f,(x) = 0 


www.elmaths.com 


(0.5pt) 


IN” 
G) = 0, alors: lim [u, — a| = 0, 
2 n— +00 


(0.5pt) 


Pour tout x de R, la fonction f, est continue et dérivable sur R et on a : 
—2e* 
1 
rt) = —— -—-n<0 carn>2 
Ial ) (1 E et)? =Z 


Donc la fonction f, est strictement décroissante sur R 
Comme lim f(x) 
T——00 


—œ < 0 et lim f(x) = +00 
TTO 


D'après le théorème des valeurs intermédiaires en déduire que : 


l'équation fa(x) = 0 admet une unique solution £n dans R. 
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2e 


(b) Montrer que pour tout entier n > 2, O0<zx, <1 (On prendra T AFAT) (0.5pt) 
e 
Ona: www.elmaths.com 
—2e? —2 
Oa laaa e 
—2e! —2e 
n (1) = —— + 1 = —— > —1.47 + 2 = 0.53 > 0 
Donc : fa (0) x fa (1) < 0, d'où: pour tout entier n > 2: O< Zzp<1 
(2) (a) Montrer que pour tout entier n >2,  fn+1 (£n) > 0 (0.5pt) 
On a: De? Des 
le = E Etre er le S n Ea e i 
Z Jra (2) = Jr (o + Tn 
< Joa (Ye) = 0 + Tn 
a us (Xe) = Tn 
Puisque : Yn > 2, Zn > 0, alors: SOET e www.elmaths.com 


(b) En déduire que la suite (x,),, est strictement décroissante. 


On a : 


Donc : 


ir (£n) =0 S fan 


Jai Née) = jjo (o) =0— fn 


(0.5pt) 


Kaa) =0 


-1 (£n) = —fn+1 (2n) < 0 


Donc : Joi (o) z Jo (n) <40, alors : Tahi fs) Š JEE (an) 
Pour tout entier n > 2, la fonction f, est croissante sur R, alors : £n41 < £n 


D'où : 


la suite (x,),., est strictement décroissante 


© Montrer que la suite (x,),-, est convergente. 
On a la suite (£n)„> est décroissante et minoré par 0, 


D'où : 


il 1 
(3) (a) Montrer que pour tout entier n > 2, = < £n < — ( 
n n 


Ona: 


On considère la fonction h (x) 


sur R, alors : 
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la suite (£n )„»3 est convergente 


2e” 
E 


fo (x), 


Dr TENN 


Der 


www.elmaths.com 


(0.5pt) 


(0.5pt) 


alors h est continue dérivable et croissante 


Re) 
2e 


www.elmaths.com 
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(b) En déduire lim æn, puis montrer que lim nx, = 1 (0.5pt) 
n— +00 n— +00 


1 R? 1 1 2 
Puisque : < an < À ( —) « im + = lim à ( Z) =0 
n n 


le +00 N  zton \l+e 


D'où : lim tan~ 0 www.elmaths.com 


TAES 


On a: nzn = h(x,), h(x) est continue et x, est convergente, alors : 


nn = Em nr) = n ( lim = = EN 


TG +00 T—+00 T— +00 


D'où : iM nin ~ l www.elmaths.com 


mr o0 


Montrer que pour tout entier n > 2, on a : £n < £2 (0.5pt) 

On a la suite (un)n>2 est décroissante. 

D'où: pour tout entier n > 2, on a : £n < £2 

En déduire lim (x,)" (0.5pt) 
n—00 

On a: 


l+e 


D'où : lion a =O www.elmaths.com 


Care ©) 


Puisque = ol lors ir ( 
Ie 


T—++00 


www.elmaths.com f 
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Exercice 2 (4 points) 


Soient a,b et c trois nombres complexes non nuls tel que : a +b # c 
€» @) Résoudre dans l'ensemble C l'équation d'inconnue z ; 


(E) : 7 — (a 


Le discriminant A de l'équation (E) est : www.elmaths.com 


Lb+c) —4c(a+b) 

b? + @ + 2ab + 2ac + 2bc — 4ac — 4bc 
DC = oe = Moe 

c=) 


Donc l'équation (Æ) admet deux solutions sont : 


b+c)+(a+b—c) 


3 
b+c)—-(a+b—c) 
2 


Donc l'ensemble des solutions de l'équation (E) est : Sp = {a EU c} www.elmaths.com 
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b) On suppose dans cette question que : a = i, b = e3 et c = a — b 


Ecrire les deux solutions de l'équation (Æ) sous forme exponentielle. (0.5pt) 
On utilise la méthode suivante : dans une somme ou une différence de deux complexes de module 
2 ` ; TTY . "je $ 
1, e7 +e”, on met en facteur e° 7? puis on utilise les formules d'Euler. www.elmaths.com 
A A .£+y .T—Y .Y—T .æ+y 
en teuc ena je: Lez | —92%os (52) ee 
Ona: où z, y E [0,27 
zi " 5 -+Y : T—Y +. Y—X PAS e :T+Y Pi fl 
eT eyen Ne 2062 | = sin (==) eaz 


Donc : 


Or : cos (5) > 0 et sin (5) > 0, alors : 1 = 2 cos (5) el) et 2 = 2sin (=) el) 


en Le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (O, ü, v). www.elmaths.com 


On considère les trois points A(a), B(b) et C'(c) qu'on suppose non alignes. 
Soient P(p) le centre de la rotation d'angle > qui transforme B en A et Q(q) le centre de la rotation 


d'angle (-5) qui transforme C en A et D(d) le milieu du segment [BC] 


@ Montrer que : 2p = b + a+ (a — b)i et 2q = c +a + (c — a)i. (1pt) 
Soient R la rotation de centre P et d'angle 5 et Rə la rotation de centre Q et d'angle — 
On a: _ l 
BE E E pe 
Ra (z) =e (z—-q)+q=—i(z-q4)+4 
Donc : 
Rı (B) =A &i(b-p)+p=a<& ib—ip+p=a& p(1-—i)=a-— ib 
— ib — ib) (+i 
8D=— = = a t) e p=atai— ib+b 
—i 
— pb a (0 0 
D'où : EE CO www.elmaths.com 
R (C) = A & —i(c-q)+q =a & —-ic+ig+q=as q(il+i) = a+ic 
i a, 
m en T a 
& 29=c+a+(c—a)i 
D'où : EE ne www.elmaths.com 
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— d 
(b) Calculer : — (0.5pt) 


b 
Puisque D est le milieu de [BC], alors : d = ee 


a 
= tona h alors : 


GNT orare =N =e RTE 2 


q—d 2q9—-2d c+a+(c—a)}i—-a c—b c — ib 


— d 
D'où : Pe www.elmaths.com 
g—d 
@© En déduire la nature du triangle PDQ. (0.5pt) 
On a: 


pg- 
a — | | = 
p—d ; g—d 


g—d (QD, DP) = arg (=) [27] 
PD = QD 
=> i (00 DF) = arg (i) [27] = > rl 
Po Où 
= {QD Lo 


Donc (QD) L(DP), d'où : PDQ est un triangle rectangle et isocèle en D. 


@ Soient Æ le symétrique de B par rapport à P et F le symétrique de ČC par rapport à Q et K le milieu 
du segment |E F] 


@) Montrer que l'affixe de K est k = a + A — b). (0.5pt) 
Puisque P le milieu de [EB], Q le milieu de [FC] et K le milieu de [EF], alors : 
VAN ftc. A 
P = 2 , q =i 9 , ES 9 
Donc : i 
p= ar -5+2—c) 
1 i ' 
=> (&+a+(@-0)i-8+g+a+ (c-ai e) 
il f 
= (a+ (c—t)i) 
1 ; 
Z 
A 1 ; 
D'où: k=a+ > (c — b)i www.elmaths.com 
(b) Montrer que les points K, P,Q et D sont cocycliques. (0.5pt) 


Quatre points K, P, Q et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si leur affixes complexes 
ice 2P —2D. ZQ T ZK 

vérifient QE 

ZQ — ZD ZP RK 


est réel. On a : 


wo o Aa k o er < 24- 2k 
2Qo—2D =k qd p-k 2p — 2k 
c+a+i(c—a)—2a—i(c—b) c—a+i(b—a) 
= < - = 1 X = 
b+a+i(a—b) —-2a—i(c—b) b—a+i(a—c) 
== = 
=. ic i( c+ib) | EE. 


D'où : les points K, P, Q et D sont cocycliques. www.elmaths.com 
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Exercice 3 (4 points) 


[Partie I : On considère dans Z x Z l'équation (E) : 477 —43y—1 www.elmaths.com 


(1) Vérifier que le couple (11, 12) est une solution particulière de l'équation (E). (0.25pt) 
Onak Aa 1 43 * 12 517516 — 1, 


Donc : le couple (11,12) est une solution particulière de l'équation (Æ). 


(2) Résoudre dans Z x Z l'équation. (0.75pt) 


` | 47xz —43y =1 
D o e 


Or : 47/43 (y — 12) et 47 A 43 = 1, alors d'après le théorème de Gauss, 47/ (y — 12), donc il existe un 
entier relatif k tel que y — 12 = 47k, alors : 


& 47(x —11) = 43 (y — 12) 


se-n=su-)ef E, p 8? 


y — 12 = 47k 
47 (x — 11) = 43 x 47k 
y — 12 = 47k 
x — 11 = 43k 
y — 12 = 47k 
z = 43k 11 
y = 47k + 12 


L'ensemble des solution dans Z x Z de l'équation (E) est : Sp = f (43k +11,47k + 12) /k € Z} 


[Partie Il: On considère dans Z x Z l'équation (F) : x! = 4143] www.elmaths.com 


(D Soit x € Z une solution de l'équation (F). 


@) Montrer que x et 43 sont premier entre eux, en déduire que : 1°? = 1 [43] (0.5pt) 
e Posons : d = x A^ 43, alors : d/43, donc d = 1 ou d = 43. 
Supposons que d = 43, alors 43/x, alors x = 0 [43], alors x“! = 0 [43] et puisque z“ = 4 [43], 
alors 4 = 0 [43], absurde, donc d Æ 43, d'où d = 1, alors x A 43 = 1, 
D'où : x et 43 sont premier entre eux. 


e On a 43 est un nombre premier qui ne divise pas x. D'après le théorème de Fermat, 


r- =143] & r” = 143] 


D'où : z” = 1 [43] www.elmaths.com 
@) Montrer que : 4x = 1 [43], en déduire que : x = 11 [43] (0.5pt) 
e Ona: 
x“! = 4 [43] oe aE] x”? = 4x [43] a 
l r2 =1[43] 7 | 22 = 143] Aaike A e] 
D'où : 4x = 1 [43] www.elmaths.com 
e Ona: 
4x = 1 [43] 11 x 4r = 11 x 1 [43] 44x = 11 [43] 
o o jé 447 = x [43] El 
D'où : x = 11 [43] www.elmaths.com 
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(2) Donner l'ensemble des solutions dans Z de l'équation (F`). (0.5pt) 


e Six“ = 4[43], alors x = 11 [43] (d'après la question 11)1)b)) www.elmaths.com 
e Six = 11 [43], alors x = 11“ [43]. 
Puisque 43 est premier et que 43 À 11 = 1, alors d'après le théorème de Fermat, 11 = 1 [43], 
Donc, on a : 
e 11 x 11“ = 1 [43] = 44 x 11“ = 4 [43] 
e 44 = 1 [43] > 44 x 11” = 11“ [43] 


| > 11“ = 4 [43] > z” = 4 J43] 


Finalement : 24! = 443] & x = 11 [43]. www.elmaths.com 


D'où l'ensemble des solution dans Z de l'équation (F) est : Sp = {43k +11/k € Z} 


Partie III : On considère dans Z x Z le système à deux équations suivant (S) : AN 
7 3 ` Yz“ = 10 [47] 
(1 Soit x une solution du système (S). www.elmaths.com 
' ; AR x = 11 [43] 
@) Montrer que x est solution du système (S') : l x = 10 (47 (0.5pt) 


e On a x est solution de (S), alors x4! = 4[43], alors x = 11143]. (d'après la question 11)1)b)) 


e On a x est solution de (S), alors x” = 10 [47], alors x A 47 = 1, et puisque 47 est premier, 
alors d'après le théorème de Fermat, 


2712147 S r" = 1/47] Ha" = x [47] = x = 10 [47] 


fz=1143 fn A l : ; 
Finalement : { x = 10(47 | D'où : x est solution du système (5) 
() En déduire que : x = 527[2021] (On pourra utiliser la partie 1) (0.5pt) 
On a: 43] . 
x = 1 |43 = ’ 2\. x — 11 = 43 
GE i o= Diy © (Ek) ezi): { x — 10 = 47K/ 


= 47k' — 43k = (x — 10) — (z — 11) 
= e | 
D'après la question 1)2), on a : k’ = 47k” + 12, avec k” dans Z, alors x — 11 = 43(47k” + 12), 


Donc : x = 2021k 527, d'où : & = 527 [2021] www.elmaths.com 
© Donner l'ensemble des solutions dans Z du système (S). (0.5pt) 
>N _f x = 527[43] f 527 = 11 [43] 
e Six = 527 [2021], alors : { x = 527 [47 (car 2021 = 43 x 47), et puisque i 527 = 10 [47] 
| il [43] EN : r 
Alors : { z = 10{47 * d'où x solution de (5). 
.f =11[43 xt = 11 [43] 11° =4[43] (Q.11)2)) 
e Si = alors : NT Comme : 
x = 10 [47] e = 10% [47] 10% = 10 [47] (Fermat. Q.111)1)a)) 


A SS ; 
Alors : { 2 = 10/47 : d'où x solution de (S) 


Finalement (S)  (S") & x = 527 [2021] www.elmaths.com 


D'où l'ensemble des solution dans Z du système (S) est : Ss = {20214 + 527/k € Z} 
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